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• 清华大学出版社《机器学习-原理、算法与应用》，人民邮电出版社《机器学习的数

学》作者；

• 2009年毕业于清华大学计算机系，研究方向为计算机视觉、机器学习，发表论文数

篇；

• 曾就职于百度，任高级软件工程师/项目经理；zmodo/meshare，任CTO（创业），

技术合伙人；

• 2018年创立SIGAI，致力于研发机器视觉框架，用标准化的算法为各个行业赋能，

目前已经应用于物流等领域。已完成pre A轮融资

作者简介



图书概况

• 为什么数学这么重要

• 需要哪些数学知识

• 微积分

• 线性代数与矩阵论

• 概率论

• 信息论

• 最优化方法

• 随机过程

• 图论（含谱图理论）



学习资料、直播回放交流
大家可以使用电脑访问下方地址进入天池读书会页面，获取读书会相关学习资料以及预

约其他读书会直播。

https://tianchi.aliyun.com/specials/promotion/activity/bookclub



为什么数学这么重要？

• 机器学习算法的实现离不开数学

• 算法的理论分析需要数学

• 机器学习的理论需要数学

• 做好模型的调参需要数学



• 算法模型的构造如假设函数（对于有监督学习）、策略函数

（对于强化学习）离不开数学

• 目标函数的构造需要数学，对于有监督学习、无监督学习、半

监督学习、强化学习都是如此

• 最优化问题的求解/训练算法的设计需要数学，如梯度下降法，

牛顿法，拟牛顿法

机器学习算法的实现离不开数学



正态贝叶斯分类器的预测函数

机器学习算法的实现离不开数学



InfoGAN的目标函数

机器学习算法的实现离不开数学



SVM的训练算法-SMO算法

机器学习算法的实现离不开数学



• 很多时候我们需要分析机器学习算法的特性和问题，并有针对性的
给出一些解决方案。除实验之外，最有力的工具就是理论分析，这
通常依赖于数学

• 万能逼近定理-证明多层神经网络能拟合闭区间上的任意连续函数

• 生成对抗网络（GAN）在训练过程中会出现令人讨厌的模式坍塌问
题，为什么会出现这种问题？如何解决此问题？

• 监督学习模型如支持向量机、深度学习模型的泛化误差分析

算法的理论分析需要数学



万能逼近定理的证明

算法的理论分析需要数学



GAN的稳定性分析

算法的理论分析需要数学



深度学习模型的泛化性能分析

算法的理论分析需要数学



机器学习理论对这个领域具有提纲挈领的作用。它可以回答下面一些基本问题

什么样的任务是可以学习的？

机器学习模型能够学习到何种程度，即在训练集，测试集上的误差上界是多少？

模型假设与泛化误差上界存在何种关系？

这些理论研究，更离不开数学这个工具

机器学习的理论需要数学



PAC理论
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PAC可学习

模型泛化误差

任意充分小的正数



梯度下降法中为什么需要学习率？

梯度下降法能保证在每次迭代时目标函数值一定下降吗？随机梯度下降法呢？

支持向量机中的惩罚因子C应该怎么设置？核函数该如何选择？

做好模型的调参需要数学



需要哪些数学知识



数学是给机器学习、深度学习、强化学习的初学者和进阶者造成困难的主要原因之一，学生普遍

对数学存在一种恐惧心理，数学自信的人只占少部分

国内本科数学教学方式、学生学习质量上存在的不足 - 过于抽象，偏重于计算，忽视了对数学思

维、建模能力的培养 - 清华大学换用国外线性代数教材事件，如果结合一些具体的例子来讲解会

好很多

某些数学知识超出了本科一般理工科专业的范畴 - 矩阵论/矩阵分析，信息论，最优化方法，随

机过程，图论

通常情况下，高校、其他机构在教《机器学习》、《深度学习》、《强化学习》之前不会为学生

把这些数学知识补齐

现状分析



算法 所用的数学知识

分类与回归 贝叶斯分类器 随机变量，贝叶斯公式，正态分布，最大似然估计

决策树 熵，信息增益，Gini系数

KNN算法 距离函数

线性判别分析 散度矩阵，逆矩阵，瑞利商，拉格朗日乘数法，特征值与特征向量，标准正交基

神经网络 矩阵运算，链式法则，交叉熵，欧氏距离，梯度下降法

支持向量机 点到超平面的距离，拉格朗日对偶，强对偶，Slater条件，KKT条件，凸优化，核函数
，Mercer条件，SMO算法

logistic回归与softmax回
归

条件概率，伯努利分布，多项分布，最大似然估计，凸优化，梯度下降法，牛顿法

随机森林 抽样，方差

Boosting算法 牛顿法，泰勒公式

线性回归，岭回归，LASSO
回归

均方误差，最小二乘法，向量范数，梯度下降法，凸优化

数据降维 主成分分析 均方误差，协方差矩阵，拉格朗日乘数法，特征值与特征向量，标准正交基

核主成分分析 核函数

流形学习 线性组合，均方误差，相似度图，拉普拉斯矩阵，特征值与特征向量，拉格朗日乘数法
，KL散度，t分布，测地距离

距离度量学习 NCA 概率，梯度下降法

ITML KL散度，带约束的优化

LMNN 线性变换，梯度下降法

高斯混合模型与EM算法 正态分布，多项分布，边缘分布，条件分布，数学期望，Jensen不等式，凸函数，最大
似然估计，拉格朗日乘数法

高斯过程回归 正态分布，条件分布

概率图模型 HMM 马尔可夫过程，条件分布，边缘分布，最大似然估计，EM算法，拉格朗日乘数法

CRF 图，条件概率，最大似然估计，拟牛顿法

贝叶斯网络 图，条件概率，贝叶斯公式，最大似然估计

聚类 K均值算法 EM算法

谱聚类 图，拉普拉斯矩阵，特征值与特征向量

Mean Shift算法 核密度估计，梯度下降法

深度生成模型 GAN 概率分布变换，KL散度，JS散度，互信息，梯度下降法

VAE 概率分布变换，KL散度，变分推断，梯度下降法

变分推断 KL散度，变分法，贝叶斯公式

MCMC采样 马尔可夫链，平稳分布，细致平衡条件，条件概率



1.微积分 - 一元函数微积分，多元函数微积分，是整个高等数学的基石

2.线性代数与矩阵论 - 矩阵论本科一般不讲

3.概率论 - 内容基本已经覆盖机器学习的要求

4.信息论 - 一般专业不会讲，如果掌握了概率论，理解起来并不难

5.最优化方法 - 学了这门课的学生非常少，但对机器学习、深度学习非常重要，几乎所有算法归结

为求解优化问题

6.随机过程 - 本科一般不学，但在机器学习中经常会使用，如马尔可夫过程，高斯过程，后者应用

于贝叶斯优化

7.图论 - 计算机类专业本科通常会学，但没有讲谱图理论

究竟需要哪些数学知识？



一元函数微积分 线性代数与矩阵论

多元函数微积分

最优化方法 概率论

信息论 随机过程 图论



第1部分-微积分



• 研究函数的性质 - 单调性，凹凸性

• 求解函数的极值 - 最优化方法的理论基础

• 概率论、信息论等课程的基础

为什么需要微积分？



极限与连续 数列的极限，函数的极限，函数的连续性与间断点，上确界与下确界，

Lipschitz连续性

导数 一阶导数，高阶导数，单调性判别法则，极值判别法则，凹凸性

微分中值定理 罗尔中值定理，拉格朗日中值定理，柯西中值定理

泰勒公式

不定积分 换元积分法，分部积分法

定积分 牛顿-莱布尼兹公式，换元积分法，分部积分法，变上限积分，广义积分

常微分方程

一元函数微积分



• 偏导数 一阶偏导数，链式法则，高阶偏导数，全微分

• 梯度与方向导数

• 雅可比矩阵 链式法则的矩阵形式

• Hessian矩阵 多元函数的极值，凹凸性

• 向量与矩阵求导

• 微分算法 手动微分，符号微分，数值微分，自动微分

• 多元函数泰勒公式

• 多重积分 二重积分，三重积分，n重积分，多重积分的换元法

多元函数微积分
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一元函数泰勒公式

多元函数泰勒公式

推广到多元函数
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一元函数链式法则

多元函数链式法则

链式法则的矩阵形式

推广到多元函数

使用雅可
比矩阵

一元反函数求导 多元反函数求导

推广到多元
函数

机器学习中的常用求导公式
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极值的充分条件，判别
法则。牛顿法，拟牛顿
法
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sigmoid激活函数 - 最基本的激活函数

它的导数为

在整个定义域内单调递增

( ) 1
1 xf x
e-

=
+

( )
( )

( )
( )

''
2 2

1 1
1 1

x
x

x x

ef x e
e e

-
-

- -
= - + =

+ +



反向传播算法 - 链式法则的经典应用

如果使用欧氏距离损失函数，神经网络训练时的目标函数为

可以用梯度下降法求解目标函数的极小值，为此需要计算每一层权重和偏置的梯度值

根据链式法则，可以推导出梯度计算公式。误差项可以递推计算

根据误差项可以计算出权重与偏置的梯度
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第2部分-线性代数与矩阵论



• 机器学习算法的输入、输出、中间结果，通常为向量，矩阵，张量

• 简化问题的表达

• 与微积分结合，研究多元函数的性质，也是概率论中随机向量的基础

• 在图论中亦有应用 - 图的拉普拉斯矩阵

• 在随机过程中同样有应用 - 状态转移矩阵

为什么需要线性代数？



• 向量及其运算 基本运算，向量的范数，解析几何，线性相关性，线性空间

• 矩阵及其运算 基本运算，逆矩阵，矩阵的范数，线性变换

• 行列式的定义与计算

• 线性方程组 齐次线性方程组，非齐次线性方程组

• 特征值与特征值向量 定义与计算，相似变换，正交变换，QR算法，广义特

征值，瑞利商，谱范数，条件数

• 二次型 正定二次型与正定矩阵，标准型

• 矩阵分解 Cholesky分解，QR分解，特征值分解，奇异值分解



向量及其运算

向量的范数

矩阵及其运算

行列式

线性方程组

特征值与特征向量

二次型

Cholesky分解

QR分解

特征值分解

奇异值分解

线性相关性

向量空间
线性变换

矩阵的范数

相似变换 正交变换

QR算法

广义特征值

标准型 正定二次型

瑞利商

条件数



正则化是机器学习中减轻过拟合的一种技术，它迫使模型的参数值很小，使模型变得更简单，

一般情况下简单的模型有更好的泛化性能。正则化可以通过在目标函数中增加正则化项实现，

正则化项通常为参数向量的L1或L2范数的平方。谱正则化（Spectral Regularization）用

谱范数构造正则化项

谱正则化项由神经网络所有层权重矩阵的谱范数平方之和构成，可以防止神经网络的权重矩

阵出现大的谱范数，从而保证神经网络的映射有较小的李普希茨常数。谱范数是矩阵的最大

奇异值
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第3部分-概率论



• 将机器学习算法的输入、输出看作随机变量/向量，用概率论的观点进行建模

• 对不确定性进行建模

• 挖掘变量之间的概率依赖关系

• 实现因果推理

• 随机算法 - 蒙特卡洛算法，遗传算法

• 数据生成问题 - 基本随机数生成，采样算法

为什么需要概率论？



随机事件与概率 条件概率，全概率公式，贝叶斯公式，条件独立

随机变量 离散型随机变量，连续型随机变量，数学期望与方差，标准差，Jesen不等式

常用概率分布 均匀分布，伯努利分布，二项分布，多项分布，几何分布，正态分布，t分布

概率分布变换 随机变量函数，逆变换采样

随机向量 离散型随机向量，连续型随机向量，联合期望，协方差，多维正态分布，概率分布变

换

极限定理 切比雪夫不等式，大数定律，中心极限定理

参数估计 最大似然估计，最大后验概率估计，贝叶斯估计，核密度估计

随机算法 基本随机数生成，遗传算法，蒙特卡洛算法

采样算法 拒绝采样，重要性采样



随机事件与概率

随机事件及基本
运算

离散型随机事件
的概率

几何（连续）型
随机事件的概率

随机事件的
独立性

条件概率

全概率公式

贝叶斯公式

条件独立性

离散型随机变量

随机变量

连续型随机变量

切比雪夫不等
式

常用概率分布

Jensen不等式随机变量函数

逆变换算法

离散型随机向量

随机向量

连续型随机向量

联合期望与协方
差

常用概率分布

随机变量函数

逆变换算法

极限定理

数学期望与方差

中心极限定理

大数定律

参数估计

最大似然估计

最大后验概率估
计

贝叶斯估计

核密度估计

采样算法

逆变换采样 拒绝采样

重要性采样

随机算法

蒙特卡洛算法 遗传算法

随机事件
数量化

推广到高维空间

互为反问题

根据概率分布生成随机
样本

根据概率分布
生成随机样本

根据样本
确定概率
分布的参
数

根据样本确定概
率分布的参数

算法收敛性的
理论保证

线性同余法

依赖于随机数
生成算法



贝叶斯公式

正态贝叶斯分类
器

正态分布

独立性 朴素贝叶斯分类
器

KL散度 变分推断

多项分布 高斯混合模型

多项分布

最大似然估计二项分布 logistic回归

softmax回归

交叉熵

最大后验概率估
计

EM算法

概率分布 有向图

无向图

贝叶斯网络

概率无向图

概率分布变换 逆变换采样

生成对抗网络

变分自动编码器

二部图

受限玻尔兹曼机

核密度估计

梯度下降法 mean shift算法

马尔可夫链

MCMC采样

高斯过程

贝叶斯优化 Jensen不等式

数学期望

凸函数

交叉熵

SNE

马尔可夫决策过
程

隐马尔可夫模型



( ) ( )argmax y p y p yx

贝叶斯分类器-利用贝叶斯公式解决分类问题

利用贝叶斯公式，计算样本属于每个类的概率

将样本判定为后验概率最大的那个类

( ) ( ) ( )
( )

p y p y
p y

p
=

x
x

x

类先验概率

证据因子

类条件概率

后验概率



机器翻译问题 - 找到条件概率最大的那个目标句子

机器翻译的目标是给定一种语言的句子，找出另一种语言对应的句子的

最优方案，二者有相同的语义

( )argmax " "
englishs englishp s 我爱机器学习

源语言的句子

目标语言的句子
使条件概率
最大化



高斯混合模型

用一组高斯分布的加权和来表示概率密度函数

是多项分布与正态分布的结合

( ) ( )
1

; ,
k

i i i
i

p w N
=

=åx x μ Σ



均匀分布的随机数生成 - 线性同余法

正态分布的随机数生成 - Box-Muller算法

( )1 modi ix a x b m+ = × + 5

31

7 16807
0
2 1 2147483647

a
b
m

= =
=

= - =

( )
( )

1 1 2

2 1 2

2 ln cos 2

2 ln sin 2

z u u

z u u

p

p

= -

= -



第4部分-信息论



• 构造机器学习模型的目标函数

• 对机器学习模型进行理论分析

• 挖掘变量之间的概率关系，筛选变量

为什么需要信息论？



• 熵与联合熵 熵，联合熵，熵的性质，某些特殊概率分布的熵，在决策树训练中的应用

• 交叉熵 定义与性质，logistic回归，softmax回归

• KL散度 定义与性质，与交叉熵的关系，变分推断，SNE降维，t-SNE降维

• JS散度 定义与性质，在生成对抗网络中的应用

• 互信息 定义与性质，与熵的关系

• 条件熵 定义与性质，与熵以及互信息的关系



( ) ( ) ( )KL ,D p q H p q H p= -

( ) ( ) ( )JS KL KL
1 1
2 2

D p q D p m D q m= +

( ) ( ) ( ) ( ), ,H X Y H X H Y I X Y= + -

( ) ( ) ( ),H Y X H X Y H X= -

( ) ( ) ( ),I X Y H X H X Y= -

熵

联合熵

KL散度

JS散度

互信息

条件熵

交叉熵

推广到两个
概率分布

推广到多维
概率分布 推广到条件分布



softmax回归的训练问题

最大似然估计，对数似然函数为

让对数似然函数取极大值等价于让下面的损失函数取极小值

交叉熵反映了预测出的概率分布与真实标签值概率分布得差异，二者均为多项分布
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第5部分-最优化方法



• 确定机器学习模型的参数/函数

• 确定机器学习模型的预测值

为什么需要最优化方法？



• 基本概念 问题定义，迭代法的基本思想

• 一阶优化算法 梯度下降法，最速下降法，梯度下降法的各种改进，随机

梯度下降法

• 二阶优化算法 牛顿法，拟牛顿法

• 分治法 坐标下降法，分阶段优化

• 凸优化

• 带约束的优化问题 拉格朗日乘数法，拉格朗日对偶，KKT条件

• 多目标优化

• 泛函与变分法

• 目标函数的构造 有监督学习，无监督学习，强化学习



费马引理

梯度下降法 梯度下降法的
改进算法

随机梯度下降
法

牛顿法
拟牛顿法

DFP
BFGS/L-BFGS

坐标下降法 SMO算法

拉格朗日乘数
法

KKT条件

启发式搜索

模拟退火

遗传算法

蚁群优化

一阶优化算法

二阶优化算法

分治法

数值优化算法-迭代法近似求解

解析优化算法-精确解

求解驻点方程

最速下降法

基于导数
的函数优
化

无约束的问题

有等式约
束的问题

有等式和
不等式约
束的问题

基于随机数的函数优化

线性标量化 约束法

多目标函数优化

e

欧拉-拉格朗
日方程

泛函优化



主成分分析

线性判别分析

支持向量机

梯度提升算法

最速下降法

二阶泰勒公式

一阶泰勒公式 梯度下降法

费马定理

牛顿法

拟牛顿法

链式法则

反向传播算法

自动微分

计算图

拉格朗日乘数法

KKT条件

拉格朗日对偶

特征值问题

瑞利商

随机梯度下降法



支持向量机的训练算法

在所有训练样本被正确分类的前提下，最大化分类间隔

使用拉格朗日对偶，转化为对偶问题求解
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logistic回归的训练问题

最大似然估计，求解下面的优化问题

等价于求解下面的极小值问题

梯度计算公式为

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
1

ln ln 1 ln 1
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f h y
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1
1 exp
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x
w x



第6部分-随机过程



• 对随机变量序列进行建模

• 对不确定性进行建模

为什么需要随机过程？



• 马尔可夫过程 马尔可夫性，马尔可夫链，平稳分布与极限分布，细致平稳条件

• 马尔可夫链采样算法 Metropolis-Hastings算法，Gibbs采样

• 高斯过程 高斯过程，高斯过程回归，贝叶斯优化



马尔可夫性

马尔可夫链

时间或状态离
散

隐马尔可夫模型

马尔可夫决策过程

增加
观察

增加动作
空间与奖
励函数

C-K方程

状态-互通性，周期性，常
返，正常返
可约性

平稳分布
极限分布

细致平衡条件

马尔可夫链采样算法

MCMC采样算法

使用提议分布，构造
满足细致平衡条件的
马尔可夫链

M-H采样算法

使用比值，提高
采样效率

Gibbs采样算法

使用条件概率，构造满足细致
平衡条件的马尔可夫链

多维正态分布

高斯过程

高斯过程回归

用于回归问题，拟合函数
值的概率分布

贝叶斯优化

用于黑盒优化问
题

采集函数

确定下一个
探索点



隐马尔可夫模型

系统由状态值和观测值构成，状态值形成马尔可夫链，状态值

不可直接得到；观测值可直接得到

根据观测值推理出最有可能的状态值
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贝叶斯优化 - 解决黑盒优化问题的有力工具

根据一组样本点预测函数在每个点处的函数值

的概率分布，由高斯过程回归实现，是一个一

维正态分布

根据正态分布的数学期望和方差构造采集函数，

代表每个点是极值点的可能性，求解该函数的

极值，作为下一个探索点



第7部分-图论



• 概率图模型

• 计算图

• 用谱图理论解决机器学习问题 流形降维，谱聚类

• 图神经网络

为什么需要图论？



• 基本概念 基本定义，图的矩阵表示

• 特殊的图 联通图，二部图，有向无环图

• 图的算法 遍历算法，Dijkstra算法，拓扑排序

• 谱图理论 拉普拉斯矩阵，归一化拉普拉斯矩阵



无向图

有向图

计算图

二部图

邻接矩阵 加权度矩阵联通图

拉普拉斯矩阵

自动微分

对称归一化拉普拉
斯矩阵

随机漫步归一化拉
普拉斯矩阵

遍历算法

拓扑排序算法



概率图模型

概率图模型是概率论与图论相结合的产物。它用图表示随机变量之间的

概率关系，对联合概率或条件概率建模。在这种图中，顶点是随机变量，

边为变量之间的依赖关系

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 1 2 1 3 3 1 4 2, , , ,p x x x x p x p x x x p x x p x x=



神经网络的拓扑结构图

神经网络由多个层组成，各个层之间存在连接

关系，因此可以将网络的拓扑结构表示为一个

图



基于图的降维算法-拉普拉斯特征映射

为样本集构造相似度图，然后对图的拉普拉斯矩阵进行特征值分解，得

到投影结果

原本要优化的目标为

用拉普拉斯矩阵表示为

最后归结于矩阵的特征值问题
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